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 فصل اول : مجموعه ها
 مقذمه

هفَْم هدوَػِ ّا وِ يىی اس هفاّین پايِ ای رياظی اعت، آؽٌا هی ؽَين. خزج واًتَر  در ايي فصل تا

سيز تِ هؼزفی هفَْم هدوَػِ،  رياظیذاى آلواًی تٌیاًگذار ًظزيِ هدوَػِ ّا در رياظیات اعت.ّوچٌیي

ٍ درتارُ خثز  ( خَاّین پزداختاع،اؽتزان، تفاظل ٍ تفاظل هتمارىاختوهدوَػِ ٍ اػوال رٍی هدوَػِ)

 .هدوَػِ ّا تحث خَاّین وزد

 مجموعه تعریف

ػثارت اعت اس گزٍّی اس اؽیای واهلاً هؾخص ٍ دٍ تِ دٍ اس ّن هتوايش وِ در خاصیتی تاا ّان    هجووعه:

اؽتزان دارًذ. هٌظَر اس ؽیء هی تَاًذ ػذد، حزٍف ٍ ... تاؽذ، هاًٌاذ هدوَػاِ اػاذاد صاحی  دٍ رلوای      

تاِ   ؽزغ واهلاً هؾخص تَدى را دارد يؼٌی تزای ّز ػاذد  (1وِ هؼزف يه هدوَػِ اعت، سيزا  5هعزب 

 55ٍظَح هی تَاى درتارُ ػعَ تَدى يا ًثَدى آى در هدوَػِ تصوین گزفت. هثلاً تِ ٍظَح هی تَاى گفت 

در  (3اػعای آى دٍ تاِ دٍ اس ّان هتوايشًاذ.    (2ػعَ ايي هدوَػِ ًیغت. 33ػعَ ايي هدوَػِ اعت، اها 

تاشري هؼازف ياه     اهاا هدوَػاِ اػاذاد   تَدى( تا ّن اؽاتزان دارًاذ.    5خاصیتی ًیش )دٍ رلوی ٍ هعزب 

هدوَػِ ًیغت سيزا هٌظَر آى اس تشري تَدى هؾخص ًیغت ٍ ها تِ ؼَر دلیك ًوی داًاین هاثلاً ػاذد ياه     

هیلیَى ػعَ ايي هدوَػِ ّغت يا خیز. ّوچٌیي هدوَػِ اػاذاد سٍج، هدوَػاِ هاؽایٌْای عااخت ياه      

ِ ووپاًی ٍ هدوَػِ اعتاًْای ايزاى هدوَػِ ّايی را هؼزفی هی وٌٌذ، پاٌح ػاذد هتاَالی وَ اه      اها گزدايا

 ًیغتٌذ. واهلاً هؾخص هؼزف يه هدوَػِ ًیغت سيزا ػٌاصز آى 

تؾىیل دٌّاذُ آًْاا را تاا حازٍف      ٍػٌاصز A  ،B  ٍCهاًٌذ حزٍف تشري لاتیي  تا هؼوَلاً را ّا هدوَػِ

 ًؾاى هی دٌّذ. …ٍ a،b   ،cوَ ه لاتیي هثل  

تىزار ػٌاصز يه هدوَػِ تغییزی در هدوَػِ ايداد ًوی وٌذ ٍ ػٌاصازی واِ تایؼ اس ياه تاار در       نکته:

+ *هدوَػِ تىزار ؽًَذ، تٌْا يه تار تِ حغاب هی آيٌذ. تِ ػٌَاى هثال   *     +  . 

 ؟  +           *، +         *، +     *وذاهیه اس ايي هدوَػِ ّا تا ّن تزاتزًذ: 

 توام ايي هدوَػِ ّا تا ّن تزاتزًذ. تىزار يه ػٌصز اس هدوَػِ آى هدوَػِ را تغییز ًوی دّذ. 

را تاِ عاِ    (4ؽاهل هدوَػاِ اػاذاد ؼثیؼای واَ ىتز اس      A)هاًٌذ هدوَػِ  ّز هدوَػِنمایش مجموعه

 وی تَاى ًوايؼ داد: صَرت
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 .+     *  گیزًذ،هاًٌذ لزار هی}{  در ايي ًوايؼ اػعای هدوَػِ تیي دٍ آوَلادنوايش تفصيلي( 1

 درًٍیه هٌحٌیثغتِ لزار هی گیزًذ:در ايي ًوايؼ اػعای هدوَػِ نوايش هنذسي )نوودار وى(( 2

 
ًوايؼ يه هتغیز را تِ ػٌَاى ًوايٌذُ اػعای هدوَػِ در ايي توصيفي )با علاين رياضي(نوايش ( 3

 اختیار هی وٌین ٍ اػعای هدوَػِ را تا يه تَصیف رياظی صحی  تِ آى هتغیز ًغثت هی دّین: 

  *              +  *              +   
 تٌاتزايي ًوايؼ تَصیفی يه هدوَػِ هٌحصز تِ فزد ًیغت.

ًؾاى دادُ هی ؽَد، هاًٌذ هدوَػِ  ∅هدوَػِ ای اعت وِ ّیچ ػعَی ًذارد ٍ تا }{ يا  هجووعه تهي:

 . هدوَػِ تْی سيزهدوَػِ ّز هدوَػِ ای اعت.  +               *  

 .ًؾاى دادُ هی ؽًَذ ٍ   تِ تزتیة تا ًوادّای در ًظزيِ هدوَػْْا :عضويت و عذم عضويت

 ًظز تگیزيذ. تزای ايي هدوَػِ: را در  {+ *      }  هدوَػِ : هثال

         * +                
هی ًاهٌذ ّزگاُ ّز ػعَ  Bرا سيزهدوَػِ  Aرا در ًظز تگیزيذ. هدوَػِ AٍBدٍ هدوَػِ زيرهجووعه:

A  ػعَی اسB تَخِ وٌیذ وِ سيزهدوَػِ ّز هدوَػِ خَد يه ؽَد.  دادُ هی ًؾاى   ٍ تا ًواد تاؽذ

 هدوَػِ اعت.

                          
 .ًیغتBسيز هدوَػِ Aین يگَ هی ًثاؽذBوِ درٍخَد داؽتِ تاؽذAػعَ دريه اگز حذالل نکته:

                           
را در ًظز  {+ *        }  ٍ+       *  ،  {+ *      }  هدوَػِ ّای  هثال :

 تگیزيذ. تزای ايي عِ هدوَػِ رٍاتػ سيز تزلزارًذ: 

                                  

ِ  آًگاُ    ٍ     اگز زيرهجووعه هحض: َ تاا  های ًااهیو  Bرا سيزهدوَػاِ هحاط   Aهدوَػا

 .ًؾاى هیذّین   ًواد

 تزای هدوَػِ ّای هثال لثل رٍاتػ سيز تزلزارًذ: 

                                 
 ( 95ارؽذ )؟ اعت ًادرعتهدوَػِ تْی اعت( وذام يه اس رٍاتػ سيز  ∅) +∅*  اگز  تست:

∅الف(  ∅ب(                 د(      ∅  ج(        

 گشيٌِ ج صحی  اعت.  حل:

 وِ هدوَػِ ای تذٍى ػعَ اعت، تزاتز تاؽذ.  ∅هدوَػِ ای يه ػعَی اعت ٍ ًوی تَاًذ تا  Aسيزا 

مثا
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 غلػ( در ايٌصَرت وذام يه اس گشيٌِ ّای سيز هدوَػِ تْی اعت ∅) ∅  در صَرتی وِ  تست:

 (96ارؽذ اعت؟ )

∅الف(  ∅ج(             ∅  ب(                    د(             

 گشيٌِ الف صحی  اعت.  حل:

هدوَػِ تْی اعت ٍ ّیچ ػعَی  Aلائل اعت در حالیىِ  Aتزای هدوَػِ  گشيٌِ الف ػعَی هاًٌذ

 ًذارد. 

ّوَارُ  Aگشيٌِ ب صحی  اعت  َى فزض خَد عؤال اعت. گشيٌِ ّای ج ٍ د تِ اسای ّز هدوَػِ 

 درعت هی تاؽٌذ. 

 معرفی تعذادی از مجموعه های خاص 

 ، +         *  مجموعه اعداد طبیعی:

 ، +                 *  مجموعه اعداد صحیح:

2  مجموعه اعداد گویا:
 

 
                3 ، 

(    )  مجموعه اعداد حقیقی:  {         √               √     } ، 

 ،وِ دارين:        مجموعه اعداد گنگ:

              ٍ          

ِ  :هحض هاي ها و زير هجووعه تعذاد زير هجووعه ػعاَ تاؽاذ آًگااُ تؼاذاد      nدارای Aاگاز هدوَػا

ِ   )ّز ػعَ هی تَاًذ ػعَ سيزهدوَػِ تاؽذ يا ًثاؽذ(   ّای آى  سيزهدوَػِ ّاای   ٍ تؼاذاد سياز هدوَػا

ّوچٌایي تؼاذاد    تاؽاذ.  های )هدوَػاِ اصالی سيزهدوَػاِ هحاط خاَدػ ًیغات(           هحط آى 

 تزاتز اعت تا:  Aػعَی هدوَػِ  mسيزهدوَػِ ّای 

.
 
 

/  
  

  (   ) 
   

(   )  فاوتَريل خَاًذُ هی ؽَد( تزاتز اعت تا  n)وِ    نکته :  (   )         . 

 .      . ّوچٌیي                  تِ ػٌَاى هثال 

 (95ارؽذ تزاتز اعت تا: ) Aآًگاُ تؼذاد سيزهدوَػِ ّای  +     *  اگز  تست:

   د(                 ج(                  ب(                  الف( 

 صحی  اعت.  جگشيٌِ  حل:

لذا .  +   *   َى اػعای تىزاری هدوَػِ در ؽوارػ يه تار تِ حغاب هی آيٌذ، تٌاتزايي 

 سيزهدوَػِ هی تاؽذ.         ٍ لذا     دارای  Aهدوَػِ 

  حاصل ػثارت  تست:

  
 ( 99ارؽذ )تزاتز اعت تا:  
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  د(                      ج(                          ب(                         الف( 

 گشيٌِ الف صحی  اعت.  حل:
  

  
 

   

 
     

 

 ػثارتٌذ اس:  A. سيزهدوَػِ ّای هدوَػِ (   )را در ًظز تگیزيذ +     *  هدوَػِ هثال : 

* +  * +  * +  * +  *   +  *   +  *   +  *     + 
 ػثارتٌذ اس:  Aهدوَػِ هی تاؽٌذ. ّوچٌیي سيزهدوَػِ ّای هحط هدوَػِ      وِ ؼثك تؼزيف تالا 

* +  * +  * +  * +  *   +  *   +  *   + 
 Aهدوَػِ هی تاؽٌذ. ّوچٌیي تؼذاد سيزهدوَػِ ّاای ياه ػعاَی           وِ ؼثك تؼزيف تالا 

 تزاتز اعت تا: 

.
 
 
/  

  

  (   ) 
 

  

    
 

     

     
     

، در ايٌصاَرت       ، ٍ +             *  ، +     *  اگز داؽتِ تاؽین  هثال :

  ٌذ هدوَػِ پٌح ػعَی هی تَاى لزار داد؟  Bتِ خای 

C (7 )( تیؾتز ٍ اس تؼذاد اػعاای هدوَػاِ   3) Aاس تؼذاد اػعای هدوَػِ  Bتؼذاد اػعای هدوَػِ حل:

ًیاش دٍ   +       *اعات ٍ اس تایي    Aهدوَػِ ای اعت وِ ؽاهل اػعاای   Bهدوَػِ  لذاووتز اعت. 

 ػٌصز را هی تَاًذ اختیار وٌذ. تٌاتزايي: 

.
 
 
/  

  

  (   ) 
 

       

       
     

هتوايش اس اػعای هدوَػِ اظافِ هی  ػعَ 3اعت. تِ ايي هدوَػِ  ػعnَدارای  يه هدوَػِهثال : 

 آى  ٌذ تزاتز هی ؽَد؟  ؽَد. تؼذاد سيزهدوَػِ ّای

ػٌصز هتوايش اس اػعای هدوَػِ اظافِ  3اعت. تِ ايي هدوَػِ    ػٌصزی   تؼذاد ػٌاصز يه هدوَػِ 

اعت. پظ تؼذاد سيزهدوَػِ ّای آى تزاتز اعت تا     هدوَػِ خذيذ  ػعَّایهی ؽَد، يؼٌی تؼذاد 

      . 

                  
 تزاتز هی ؽَد.  8تٌاتزايي تؼذاد سيزهدوَػِ ّای آى 

 ( 99ارؽذ )ػِ ّای عِ تايی آى  ِ همذار اعت؟ػعَ تاؽذ تؼذاد سيزهدوَ 5دارای  Aاگز هدوَػِ  تست:

   د(        ج(        ب(   الف( 

 گشيٌِ ج صحی  اعت.  حل:

.
 
 
/  

  

  (   ) 
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.وذام يه اس هماديز سيز تزاتز  تست:
  
 

 ( 99ارؽذ )؟ ًوی تاؽذ/

.الف( 
  
  

. ب(                /
  
 

.ج(                /
  
 

/  .
  
 

.  د(                 /
  
 

/ 

 حل: گشيٌِ د صحی  اعت. 

.
  
 

/  
                  

  (    ) 
 

                  

      
 

      
              

         
 

         

 
      

وِ در هحاعثِ آى تا حذ هوىي اػذاد را اس صَرت ٍ هخزج تا ّن عادُ وزدُ اين. حال تِ تزرعی گشيٌِ ّا 

 هی پزداسين.

الف   .  
  

/  
                  

   (     ) 

 
                  

      
 

.وِ تا تزرعی تغاٍی دٍم 
  
 

 ٍاظ  اعت وِ تا آى تزاتز اعت.  /

ب    .
  
 

/  
                 

  (    ) 
 

                 

      
 

.اگز ايي ػثارت تا تغاٍی دٍم 
  
 

 تزاتز تاؽذ تايذ داؽتِ تاؽین:  /

                  

      
 

                 

      
 

  

  
 

 

  
     

  

    
 

 

  
     

 

  
 

 

  
 

.پظ گشيٌِ ب ًیش تا 
  
 

 تزاتز اعت.  /

ج   .
  
 

/  .
  
 

/  
                 

  (    ) 
 

               

  (    ) 
 

      
              

         
 

           

       
 

      
         

 
 

       

 
                

.پظ گشيٌِ ج ًیش تا 
  
 

 تزاتز اعت.  /

د     .
  
 

/  
                    

  (    ) 
 

      
                 

         
 

            

 
       

ِ    وَهد:  Aهجووعه تواني گَيٌاذ ٍ  Aهدوَػاِ تاَاًی    راAػِ ؽاهل ولیِ سياز هدوَػاِ ّاای هدوَػا

 .ًوايؼ هی دٌّذ( ) تاًواد
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 تِ صَرت سيز اعت: +     *  هدوَػِ تَاًی :هثال

 ( )  {* +  * +  * +  * +  *   +  *   +  *   +  *     +}    
 اعت.    ٍ تزاتز تا  Aتِ تؼذاد سيزهدوَػِ ّای  Aهلاحظِ هی وٌیذ وِ تؼذاد اػعای هدوَػِ تَاًی 

تاؽذ،  Aتزاتز تا هدوَػِ تَاًی  Bرا تِ دعت آٍريذ. اگز هدوَػِ  Aهدوَػِ تَاًی  ∅  اگز هثال:

 را تِ دعت آٍريذ.  Bهدوَػِ تَاًی 

 ػعَ دارد.      هدوَػِ تْی ّیچ ػعَی ًذارد. لذا هدوَػِ تَاًی تْی 

 (∅)  *∅+ 
 ػعَ اعت.      دارای  Bيه ػعَ )هدوَػِ تْی( دارد. لذا هدوَػِ تَاًی Bّوچٌیي هدوَػِ 

  ( )   ( (∅))  {∅ *∅+} 

ارؽذ تاؽذ، وذام يه اس راتؽِ ّای سيز صحی  اعت؟ ) Aهدوَػِ تَاًی  ( ) ٍ  ∅  اگز تست:

95) 

∅الف(  ( ) ب(                    ∅د(                ∅  ج(                 ∅     

 صحی  اعت.  دگشيٌِ  حل:

( ) در ايٌدا   سيزهدوَػِ توام هدوَػِ ّاعت.  ∅. يادآٍری هی ؽَد  {+∅* ∅} 

( ) آيا  هثال :   ( )  تزلزار اعت؟  (   )  

 . در ايٌصَرت: + *  ٍ  + *  تزلزار ًیغت. فزض وٌیذ 

 ( )  {∅ * +}

 ( )  {∅ * +}
     ( )   ( )  {∅ * + * +} 

 (   )  {∅ * + * + *   +}   
( ) لذا    ( )   (   )  . 

 مجموعه ها رویاعمال 
 وزدتِ صَرت سيز هی تاؽٌذ: اػوالی وِ هی تَاى تز هدوَػِ ّا تؼزيف 

يا هتؼلك  Aهدوَػِ ای اعت وِ اػعای آى هتؼلك تِ  A  ٍBاختواع دٍ هدوَػِ  اجتواع دو هجووعه:

 تاؽٌذ: Bتِ

 
ٍ  Aهدوَػِ ای اعت وِ اػعای آى ّن هتؼلاك تاِ    A  ٍBاؽتزان دٍ هدوَػِ  اشتراک دو هجووعه:

 تاؽٌذ:  Bّن هتؼلك تِ 
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 ّغاتٌذ Aهدوَػِ ای اعت وِ اػعای آى ػٌاصازی اس   A  ٍBتفاظل دٍ هدوَػِ  تفاضل دو هجووعه:

 لزار ًذارًذ:  Bوِ در 

 
هدوَػِ ای اعت وِ اػعای آى تٌْا در  A  ٍBدٍ هدوَػِ  هتمارى تفاظل تفاضل هتقارى دو هجووعه:

 تاؽٌذ:  Bيا  Aيىی اس هدوَػِ ّای 

 
را در ًظاز تگیزياذ. تازای اياي دٍ هدوَػاِ      +       *  ٍ +       *  ِ دٍ هدوَػ:هثال

 دارين: 

          *           +                                        *   + 
          *   +                                                         *   + 
          *       + 

 Aسيزهدوَػِ  B  ٍBسيزهدوَػِ  Aتا ّن هغاٍی اًذ ّزگاُ  A  ٍBدٍ هدوَػِ تساوي دو هجووعه: 

 تاؽذ. 

            (         )  
 تا ّن هغاٍی اًذ.  +             *  ٍ  +     *  دٍ هدوَػِ 

در هثاحث هزتَغ تِ هدوَػِ ّا توام هدوَػِ ّا را سيزهدوَػِ يه هدوَػِ تشري تِ هجووعه هرجع: 

 ًؾاى هی دٌّذ.  Uيا  Mًام هدوَػِ هزخغ در ًظز هی گیزًذ ٍ آى را تا 

ًغثت تِ  Aهتون هدوَػِ  هدوَػِ ای دلخَاُ تاؽذ، Aهدوَػِ هزخغ ٍ  Mاگز  متمم یک مجموعه:

 ًؾاى هی دٌّذ وِ صَرت سيز تؼزيف هی ؽَد:    يا    هزخغ را تا 

   *            +    
تزاتز اعت  +             *  ًغثت تِ هدوَػِ هزخغ  +     *  هتون هدوَػِ  هثال :

 تا 

   *       +  . 

 اگز ٍ تٌْا اگز يىی اس ؽزايػ سيز تزلزار تاؽذ:     دارين  A  ٍBتِ اسای دٍ هدوَػِ دلخَاُ  نکته:

 1)        ,                      2)         ,                         3)           ,    

 4)         ,                     5)       ∅  . 
 هدوَػِ هزخغ تاؽذ:  Mدلخَاُ ٍ  دٍ هدوَػِ A  ٍBاگز  هجووعه: ويژگيهاي هتون يک

 )  (  )                                           )     ∅                               )  ∅    

 )                                   )              
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 ويژگيهاي اجتواع دو هجووعه: 
 )                                             )    ∅                             )        

 )                                            )    (   ) 
 ويژگيهاي اشتراک دو هجووعه: 

 )                                             )    ∅  ∅                          )        

 )       ∅                                    )  (   )      
 ويژگيهاي تفاضل دو هجووعه: 

 )      ∅                                     )    ∅                             )  ∅    ∅ 

 )                                           )      ∅                         )         
 )           

، آًگاُ هدوَػِ هؼادل تا ػثارت      عِ هدوَػِ تاؽٌذ، تِ ؼَری وA  ،B  ٍCِاگز:هثال

(   )  را تِ دعت آٍريذ.    

              ∅ 

(   )    ∅    ∅    
 ؟    تَاى ًتیدِ گزفت  آيا هی        اگز  هثال:

 . درايٌصَرت:  +       *  ٍ  +     *  ، +     *  خیز. فزض وٌیذ 

        *           +   
 .     اها 

 ؟   تَاى ًتیدِ گزفت  آيا هی        اگز  هثال:

 . درايٌصَرت:  +   *  ٍ  +     *  ، +     *  خیز. فزض وٌیذ 

        * + 
 .     اها 

 ( ) تؼذاد اػعای يه هدوَػِ را ػذد اصلی آى هدوَػاِ های ًاهٌاذ ٍ تاا      عذد اصلي يک هجووعه

ًؾاى هی دٌّذ. ػذد اصلی هدوَػِ ّای ًاهتٌاّی تؼزيف ًؾذُ اعت ٍ ػاذد اصالی هدوَػاِ تْای صافز      

 اعت. 

 ، آًگاُ:  +     *  ٍ  +     *  اگز داؽتِ تاؽین 

    *         +          * + 
( ) تٌاتزايي      ، ( )     ، (   )     ٍ (   ) . تازای اياي هدوَػاِ ّاا        

 دارين: 

 (   )   ( )   ( )   (   )                  
 ايي لاًَى در حالت ولی ًیش تزلزار اعت. 

  )   (   )   ( )   ( )   (   ) 

  )   (   )   ( )   (   ) 
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ًفز در آسهَى وارؽٌاعی ارؽذ رؽتِ  49در يه داًؾگاُ  Aؽ التحصیل رؽتِ اس تیي داًؾدَياى فارهثال : 

A  ٍ55  ًِفز در آسهَى رؽتB  ٍ95  ًفز در ّز دٍ آسهَى ؽزوت وزدُ اًذ.  ٌذ داًؾدَ حذالل در يىی اس

 دٍ آسهَى ؽزوت وزدُ اًذ؟ 

 (   )   ( )   ( )   (   )        (   )                 
 ًفز حذالل در يىی اس دٍ آسهَى ؽزوت وزدُ اًذ.  55لذا 

 5دارای     ػعَ را در ًظز تگیزيذ. اگز هدوَػِ  95ٍ  99تِ تزتیة تا  A  ٍBهدوَػِ ّای  هثال :

  ٌذ ػعَ دارد؟     ػعَ تاؽذ، هدوَػِ 

 تا تَخِ تِ دادُ ّای هغألِ دارين: 

 (   )   ( )   (   )           (   )      (   )      
 تٌاتزايي خَاّین داؽت: 

 (   )   ( )   (   )             
 (95ارؽذ دٍ هدوَػِ غیزتْی تاؽٌذ وذام يه اس رٍاتػ سيز صحی  اعت؟ ) A  ٍBاگز تست:

        (   )ب(                        (   )الف( 

 (   )     (   )د(                       (   )ج(  

 صحی  اعت.  الفگشيٌِ  حل:

 لاًَى دهزگاى اعت. 

 حاصلضرب دکارتی دو مجموعه 
هی تاؽذ را  Bٍ هؤلفِ دٍم هتؼلك تِ  Aوِ هؤلفِ اٍل آى هتؼلك تِ  (   )هدوَػِ توام سٍخْای هزتة 

 ًوايؼ هی دٌّذ:     هی ًاهٌذ ٍ تا ًواد  Bدر  Aحاصلعزب دوارتی 

    *(   )           + 
 دارين:  +     *  ٍ  +   *  تِ اسای دٍ هدوَػِ  :هثال 

    *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+ 
    *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+ 

 دٍ سٍج هزتة تٌْا در صَرتی تا ّن تزاتزًذ وِ ػٌاصز آًْا ًظیز تِ ًظیز تزاتز تاؽٌذ. نکته:
(   )  (   )                   

 آًگاُ:     تٌاتزايي اگز 

         
دارای     ػعَ تاؽذ، آًگاُ هدوَػِ  nدارای  Bػعَ ٍ هدوَػِ  mدارای  Aاگز هدوَػِ  نکته:

 ػعَ هی تاؽٌذ.    دارای           ػعَ ٍ هدوَػِ     

 را تِ دعت آٍريذ.       ٍ    ،    ، تؼذاد اػعای  +     *  ٍ  +   *  اگز  هثال :

 (  )                    (  )                    (     )       
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 افراز یک مجموعه 
           تا اػعای  Bهدوَػِ ای هاًٌذ  Aرا در ًظز تگیزيذ. هٌظَر اس افزاس  Aهدوَػِ ًاتْی 

 تاؽٌذ ٍ در ؽزايػ سيز صذق هی وٌٌذ: هی  Aاعت وِ توام ػٌاصز آى سيزهدوَػِ ّای 

 ًاتْی تاؽٌذ.    ( ّز يه اس هدوَػِ ّای 9

داؽتِ تاؽین       ٍ      ٍ      اس ّن خذا تاؽٌذ؛ يؼٌی تِ اسای  A( ّز دٍ ػعَ 5

      ∅  . 

⋃تاؽذ؛ يؼٌی  Aتزاتز  B( اختواع توام اػعای 3   
 
      . 

يه افزاس ايي هدوَػِ اعت، اها  +     * + *را در ًظز تگیزيذ.  +       *  هدوَػِ  هثال:

 افزاس ايي هدوَػِ تِ حغاب ًوی آيٌذ.  +     * +   *ٍ ّوچٌیي +   * +   * + *
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 تمرینات 
 :وٌذ ای را هؾخص هی ّای سيز، هدوَػِ وذاهیه اس تَصیف (1

 پشؽىاى هؼزٍف ايزاى( 5                   50اػذاد اٍل وَ ىتز اس ( 9 

 5اػذاد ؼثیؼی هعزب ( 4      ساى هوتاس ايزاى               آهَ داًؼ( 3 

 ( صحی  ّغتٌذ. 4( ٍ )9گشيٌِ ّای ) حل:

تاِ ػلات ٍخاَد ٍاصُ     3ٍ  5تَدى ػٌاصز آى اعت وِ گشيٌِ ّای « واهلاً هؾخص»يىی اس ؽزايػ هدوَػِ 

 فالذ ايي ؽزغ ّغتٌذ. « هوتاس»ٍ « هؼزٍف»ّای ویفی 

 وذاهیه اس گشارُ ّای سيز ًادرعت اعت؟  (2

9 )∅  *∅+         5 )∅  *∅+          3 )∅  *∅+           4 )∅  {∅ *∅+}  

 ( صحی  اعت. 9گشيٌِ ) حل:

ػعَ تاؽذ، هدوَػِ  5دارای  A-Bػعَ دارًذ. اگز هدوَػِ  95ٍ  99تِ تزتیة  A  ٍBهدوَػِ ّای  (3

B-A  ٌذ ػعَ دارد؟  

 ( صفز ػع4َػعَ                     55( 3ػعَ                       5( 5ػعَ                  99( 9

 ( صحی  اعت. 9گشيٌِ ) حل:

 (   )   ( )   (   )             (   )       (   )    
 (   )   ( )   (   )       (   )           

)دٍ هدوَػِ ی ًاتْی تاؽذ هدوَػِ A ٍBاگز (4 )A A B  وذام اعت؟ 

(1    A B     (2   A B            (3 B A             (4  ( )A B   
 صحی  هی تاؽذ.  (2) گشيٌِ حل:

 راه حل اول : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                   ( )

A A B A A B A A B A A A B

A B A B

       

  
  

 راه حل دوم : 

}تا فزض  , }A  6 2  ٍ{ , }B  2  دارين :  3

( ) { , } { } { }A A B A B    6 2 2 6 
هدوَػِ اػذاد  Bهدوَػِ اػذاد فزد ٍ  Aاگز  +             *  در هدوَػِ خْاًی  (5

  ٌذ سيزهدوَػِ دارد؟  (   )تاؽذ، هدوَػِ  3تخؼ پذيز تز 

9 )95                           5 )3                            3 )6                               4 )8  

 ( صحی  اعت. 4گشيٌِ ) حل:

  *             +        *          +        *           + 
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 در ًتیدِ: 

    *      + 
 اعت.      پظ تؼذاد سيزهدوَػِ ّا تزاتز 

ًفز  1ٍ  آيلتظًفز در آسهَى  2 ، تافلًفز در آسهَى  3اس تیي داًؾدَياى رؽتِ تْذاؽت يه داًؾگاُ، (6

ؽزوت وزدُ آسهَى در يىی اس ايي دٍ حذالل در ّز ّز دٍ آسهَى ؽزوت وزدُ اًذ.  ٌذ ًفز اس ايي داًؾدَياى 

 اًذ.

(1 4               (2      5                  (3   55                  (4   6 
 ( صحی  هی تاؽذ.  1گشيٌِ )  حل:

( ) ( ) ( ) ( )n M A n M n A n A M      3 2 1 4  
 ؽزوت وزدُ اًذ. آسهَى در يىی اس دٍ  حذاللًفز اس داًؾدَياى  4
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گاه مختصات دکارتی  و قطبی فصل دوم : دست
 دعتگاُ هختصات سيز را در ًظز تگیزيذ: 

 
يه هحَر لائن تِ ًام هحَر ّا ٍ  xايي دعتگاُ هتؾىل اس يه هحَر افمی تِ ًام هحَر ؼَل ّا يا هحَر 

ًؾاى هی  Oّا هی تاؽذ. هحل تزخَرد ايي دٍ هحَر را هثذأ هختصات هی ًاهین ٍ تا  yػزض ّا يا هحَر 

ّا را خؽی در ًظز تگیزين وِ صفحِ را تِ دٍ ًاحیِ تمغین هی وٌذ، ًاحیِ عوت راعت  yدّین. اگز هحَر 

ؽاهل ًماؼی اس صفحِ اعت وِ دارای ؼَل هثثت ٍ ًاحیِ عوت  پ ؽاهل ًماؼی اس صفحِ اعت وِ دارای 

اعت. تِ  9ّا ًماؼی اس صفحِ هی تاؽٌذ وِ ؼَل آًْا  yؼَل هٌفی هی تاؽٌذ. ّوچٌیي ًماغ رٍی هحَر 

ّا را خؽی در ًظز تگیزين وِ صفحِ را تِ دٍ ًاحیِ تمغین هی وٌذ، ًاحیِ تالايی  xَر هؾاتِ اگز هحَر ؼ

ؽاهل ًماؼی اس صفحِ اعت وِ دارای ػزض هثثت ٍ ًاحیِ پايیٌی ؽاهل ًماؼی اس صفحِ اعت وِ دارای 

 اعت. 9آًْا  ّا ًماؼی اس صفحِ هی تاؽٌذ وِ ػزض xػزض هٌفی هی تاؽٌذ. ّوچٌیي ًماغ رٍی هحَر 

خؽی اس ايي ًمؽِ تِ Aتاؽذ. تزای تؼییي هختصات ًمؽِ  xoyًمؽِ دلخَاّی در صفحِ  Aفزض وٌیذ 

لؽغ وٌذ. در ايٌصَرت فاصلِ  Lّا را در  xّا ػوَد هی وٌین. فزض وٌیذ ايي خػ هحَر  xهحَر 

ّا ػوَد هی  y تِ هحَر Aهی ًاهٌذ. ّوچٌیي خؽی اس ًمؽِ  Aّا را ؼَل ًمؽِ  xرٍی هحَر      

ّا  yرٍی هحَر      لؽغ وٌذ. در ايٌصَرت فاصلِ  Kّا را در  yوٌین. فزض وٌیذ ايي خػ هحَر 

را   ٍ   هی تاؽذ.   ٍ ػزض   تا ؼَل  xoyًمؽِ ای در صفحِ  Aهی ًاهٌذ. تٌاتزايي  Aرا ػزض ًمؽِ 

 ًؾاى هی دّین.  (   ) هی ًاهین ٍ تا  Aهختصات دوارتی ًمؽِ 

 
 (   )را تِ  ْار ًاحیِ )رتغ( تمغین هی وٌٌذ. تِ اسای سٍج هزتة  xoyهحَرّای هختصات صفحِ 

 دارين: 
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 تزاتز اعت تا:  xoyدر صفحِ  (     ) ٍ  (     ) فاصلِ دٍ ًمؽِ  نکته :

 (   )  √(     )
  (     )

     
 را تؼییي وٌیذ.  (   ) ٍ  (     ) ،  (    ) ًَع هثلث هتؾىل اس ًماغ هثال :

اتتذا اًذاسُ ّز عِ ظلغ را تِ دعت هی آٍرين. اگز اًذاسُ عِ ظلغ تا ّن تزاتز تاؽذ هتغاٍی الاظلاع، اگز 

تزاتز  5اًذاسُ دٍ ظلغ تا ّن تزاتز تاؽذ هتغاٍی الغالیي، اگز در راتؽِ فیثاغَرط )ظلغ تشرگتز تِ تَاى 

لائن الشاٍيِ ٍ در غیز اس ايي عِ حالت هختلف  اعت تا هدوَع تَاى دٍم دٍ ظلغ وَ ىتز( صذق وٌذ

 الاظلاع هی تاؽذ. 

 (   )  √(    )  (    )  √       

 (   )  √(   )  (   )  √    √  

 (   )  √(   )  (   )  √     √   

هلاحظِ هی ؽَد وِ هثلث هتغاٍی الاظلاع ٍ هتغاٍی الغالیي ًیغت. لائن الشاٍيِ تَدى آى را تزرعی هی 

را تزرعی هی وٌین.   (  )  (  )  (  )اعت. لذا راتؽِ  ABلغ وٌین. ظلغ تشري هثلث ظ

( √)  (  )،      ( )  (  ) َى 
 

    ٍ(  )  (√  )
 

، لذا      

 لائن الشاٍيِ اعت.  ABCتغاٍی راتؽِ فیثاغَرط تزلزار اعت. تٌاتزايي هثلث

هی ًاهین(  E)وِ آى را ًمؽِ  (     ) ٍ  (     ) تا  ABهختصات ًمؽِ ٍعػ پارُ خػ  نکته:

 تزاتز اعت تا: 

 (     )   4
 

 
(     ) 

 

 
(     )5    

 را تِ دعت آٍريذ.  (    ) ٍ  (    ) تا  ABهختصات ًمؽِ ٍعػ پارُ خػ  هثال:

 4
 

 
(   ) 

 

 
(    )5   (   )   

 .   √ تاؽذ، لؽز هزتغ تزاتز اعت تا  aاگز اًذاسُ ظلغ يه هزتغ تزاتز نکته:

 يه ظلغ آى اعت را تِ دعت آٍريذ.  (    ) ٍ  (   ) تا  ABلؽز هزتؼی وِ پارُ خػ  هثال:

   (   )  √(    )  (   )  √      √   
 .     √   √  √ لذا اًذاسُ لؽز هزتغ تزاتز اعت تا 

 انتقال محورهای مختصات 
 XOYهٌتمل وٌین ٍ دعتگاُ خذيذ را  (   )تِ ًمؽِ  (   )را اس ًمؽِ  xoyاگز هثذأ هختصات دعتگاُ 

(   )ًغثت تِ هثذأ خذيذ تزاتز اعت تا  (   )تٌاهین، هختصات ًمؽِ   (       )  . 

هٌتمل ؽذُ اعت را تِ  (    )تِ  (   )در دعتگاّی وِ هثذأ آى اس  (   )هختصات ًمؽِ  هثال :

 دعت آٍريذ. 
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(   )  (       )  (   )    

 معادله خط 
 تزاتز اعت تا:  (     ) ٍ  (     ) هؼادلِ خػ گذرًذُ اس ًماغ 

   (    )       يا(    )      

 ؽیة خػ اعت وِ اس راتؽِ سيز تِ دعت هی آيذ:  mوِ در آى 

  
     

     
    

 را تِ دعت آٍريذ.  (   ) ٍ  (    ) هؼادلِ خػ گذرًذُ اس ًماغ  هثال :

 اتتذا ؽیة خػ را تِ دعت هی آٍرين: 

  
     

     
 

   

  (  )
  

 

 
   

 : تِ صَرت سيز اعت ABتٌاتزايي هؼادلِ خػ 

     
 

 
(   )        

 

 
  

 

 
    

 (   ) ٍ  (    ) رٍی خػ گذرًذُ اس ًماغ  (     ) ٍ  (   ) وذام يه اس ًماغ  هثال :

 تِ دعت آهذُ در هثال لثل لزار دارًذ؟ 

 اغ را در هؼادلِ خػ خايگذاری هی وٌین. اگز در هؼادلِ خػ صذق وٌٌذ رٍی خػ هَرد ًظز لزار دارًذ. ًم

            (   )              
 

 
( )  

 

 
 ايي ًمؽِ رٍی خػ لزار دارد                 

            (     )        
 

 
(  )  

 

 
 ايي ًمؽِ رٍی خػ لزار ًذارد           

 ؽیة يه خػ هوىي اعت هثثت، هٌفی، صفز ٍ تؼزيف ًؾذُ تاؽذ.  نکته :

 
 :    ٍ    تا ؽیثْای تِ تزتیة   ٍ    دٍ خػ  قضيه :

 .       الف( تا ّن هَاسی اًذ اگز ٍ تٌْا اگز 

 .          ب( تز ّن ػوَدًذ اگز ٍ تٌْا اگز 

 ػثَر وٌذ.  (    )تیاتیذ وِ اس ًمؽِ        خؽی هَاسی تا  هثال :

     (   )                

 ّا هی عاسد.  xؽیة خػ را هی تَاى تِ  تؼثیز وزد وِ  ساٍيِ ای اعت وِ خػ تا خْت هثثت هحَر  نکته :
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هی      ، ب(     ّا ساٍيِ الف(  xؽیة خؽی را تِ دعت آٍريذ وِ تا خْت هثثت هحَر  هثال :

 عاسد. 

               (الف

           (ب
( )

   (      )  
( )

        
√ 

 
    

 تِ صَرت سيز ػول هی وٌین:   تزای تِ دعت آٍردى ًغثتْای هثلثاتی ساٍيِ          اگز  نکته:

 )         (   )                    )         (   )       
 )         (   )                  )         (   )        

 حاصل ػثارتْای هثلثاتی سيز را تِ دعت آٍريذ.  هثال:

(الف            (
  

 
)     .  

 

 
/      .

 

 
/   

 

 
 

(ب            (
  

 
)     .  

 

 
/     .

 

 
/  

 

 
 

(ج            (
  

 
)     .  

 

 
/      .

 

 
/     

(د            (
  

 
)     .  

 

 
/      .

 

 
/   √    

 طول از مثذأ و عرض از مثذأ 
 لزار هی دّین:        تزای تِ دعت آٍردى ؼَل اس هثذأ هؼادلِ خػ 

                            
 

 
   

 لزار هی دّین:        ّوچٌیي تزای تِ دعت آٍردى ػزض اس هثذأ هؼادلِ خػ 

              ( )                 
 را تِ دعت آٍريذ.         خػ ؼَل اس هثذأ ٍ ػزض اس هثذأ هؼادلِ  هثال :

      ؼَل اس هثذأ
 

 
  

  

  
       

            ػزض اس هثذأ

 تِ تزتیة ػثارت اعت اس:           ؽیة ٍ ػزض اس هثذأ خػ  تست:

  ٍ ػزض اس هثذأ    ب( ؽیة                     ٍ ػزض اس هثذأ  5الف( ؽیة 

 ج( ؽیة 

 
 ٍ ػزض اس هثذأ  

 

 
 د( ؽیة                      

 

 
 ٍ ػزض اس هثذأ  

 
 

 گشيٌِ ج صحی  اعت.  حل:
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  ؽیة خػ را تِ ها هی دّذ، تٌاتزايي  xظزية 
 

 
. ّوچٌیي ػزض اس هثذأ ايي خػ تِ صَرت سيز تِ  

 دعت هی آيذ: 

       ػزض اس هثذأ
 

 
   

ٍ              تزای تِ دعت آٍردى ًمؽِ تزخَرد دٍ خػ  خط :نقطه برخورد دو 

 دٍ هؼادلِ را تِ صَرت يه دعتگاُ دٍ هؼادلِ ٍ دٍ هدَْل هی ًَيغین:              

{
            
            

 

ِ يىذيگز يىی اس هؼادلات را در ػذدی ظزب هی وٌین تا ظزية يىی اس هدَْلات در دٍ هؼادلِ لزيٌ

ؽًَذ. عپظ دٍ هؼادلِ را تا ّن خوغ هی وٌین ٍ اس ته هؼادلِ ٍ ته هدَْل تالیواًذُ همذار يىی اس دٍ 

هدَْل تِ دعت هی آيذ. عپظ تا خايگذاری همذار هدَْل تِ دعت آهذُ در يىی اس هؼادلات هدَْل دٍم 

 تِ دعت هی آيذ. 

 را تِ دعت آٍريذ.           ٍ            ًمؽِ تزخَرد دٍ خػ  هثال:

{
        
         

           
   

{
        
         

           {
          

         
 

                                                                        
 ًمؽِ تزخَرد ايي دٍ خػ اعت.  (    )لذا 

 تعیین ریشه یک معادله درجه دوم 
اس رٍػ دلتا اعتفادُ هی            تزای تؼییي ريؾِ ّای يه هؼادلِ درخِ دٍم تِ صَرت 

 را هحاعثِ هی وٌین. عِ حالت پیؼ هی آيذ:          وٌین تِ ايي صَرت وِ همذار 

 هؼادلِ دارای دٍ ريؾِ هتوايش اعت وِ اس راتؽِ سيز تِ دعت هی آيٌذ:     الف( اگز 

      
   √ 

  
     

 را تِ دعت آٍريذ.            ريؾِ ّای هؼادلِ  هثال:

         ( )                  
 تٌاتزايي هؼادلِ دارای دٍ ريؾِ اعت وِ تِ صَرت سيز تِ دعت هی آيٌذ: 

      
   √ 

  
 

   √ 

   
                

 هؼادلِ دارای يه ريؾِ هعاػف اعت وِ اس راتؽِ سيز تِ دعت هی آيٌذ:     ب( اگز 

   
  

  
     

 را تِ دعت آٍريذ.           ريؾِ ّای هؼادلِ  هثال:

         ( )                  
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 تٌاتزايي هؼادلِ دارای يه ريؾِ اعت وِ تِ صَرت سيز تِ دعت هی آيذ: 

   
  

  
 

 (  )

   
     

 هؼادلِ ريؾِ حمیمی ًذارد.      ج( اگز 

 اگز  تست:

 
   تاؽذ همذار ػثارت      

 

  
    

 

  
 ( 99ارؽذ )وذام اعت؟  

   (د               ج(                 ب(                الف( 
 

 
        

  

             

 حال اس رٍػ دلتا ريؾِ ّای هؼادلِ را تِ دعت هی آٍرين: 

         (  )                
 تٌاتزايي هؼادلِ دارای يه ريؾِ اعت وِ تِ صَرت سيز تِ دعت هی آيذ: 

  
  

  
 

 (  )

   
       

   تا خايگذاری در راتؽِ 
 

  
    

 

  
 ًتیدِ هی ؽَد:  

( )  
 

( ) 
 ( )  

 

( ) 
              

 ( 99ارؽذ )وذام اًذ؟             خَاب ّای هؼادلِ تست:

     (د                   ج(                      ب(                  الف( 

 وافی اعت اػذاد گشيٌِ ّا را در تاتغ خايگذاری وٌین! صحی  اعت.  دگشيٌِ  حل:

ؽخص را تِ ؼزق هختلف دٍر يه هیش گزد تٌؾاًین، وافی اعت يه ًفز در رٍی   اگز تخَاّین  نکته:

ؽخص ديگز را رٍی عايز صٌذلی ّا خاتدا وٌین.  َى     صٌذلی ثاتت تٌؾیٌذ ٍ   يىی اس ايي 

رٍػ هختلف رٍی صٌذلی ّا لزار داد، لذا اگز   (   )ؽخص تالیواًذُ را هی تَاى تِ     

رٍػ اهىاى پذيز   (   )ؽخص را تِ ؼزق هختلف دٍر يه هیش گزد تٌؾاًین، ايي وار تِ   تخَاّین 

 اعت. 

 ( 99ارؽذ )تِ  ٌذ ؼزيك هی تَاًٌذ دٍر يه هیش گزد تٌؾیٌٌذ؟  ؽؼ ًفز تست:

   د(                            ج(                           ب(                        الف( 

 گشيٌِ ج صحی  اعت.  حل:

(   )                       

 دستگاه مختصات قطثی 
 دعتگاُ هختصات لؽثی اس يه هحَر ٍ يه ًمؽِ )لؽة( رٍی ايي هحَر تؾىیل ؽذُ اعت. 
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اس  Oفاصلِ خْتذار لؽة  rاعت وِ  (   )در دعتگاُ هختصات لؽثی تِ صَرت  Bهختصات يه ًمؽِ 

B  ٍ   )ساٍيِ خْتذار )در خلاف خْت حزوت ػمزتِ ّای عاػتOA  تاOB  .اعت 

  . ؽِ تزای تؼییي هىاى ًم هثال :
 

 
 تِ اًذاسُ ساٍيِ  Oاتتذا ًین خؽی اس  /

 
رعن هی وٌین ٍ عپظ  

 را هؾخص هی وٌین.  Oاس   رٍی ايي ًین خػ ًمؽِ ای تِ فاصلِ 

 
  .در دعتگاُ هختصات لؽثی ًماغ نکته :

 

 
/  ،.     

 

 
/  ،.     

 

 
ٍ ... ٍ تِ ؼَر  /

     (  )  .ولی
 

 
هختصات يه ًمؽِ را ًؾاى هی دٌّذ. لذا در          تِ اسای  /

تِ   ٍ  rدعتگاُ هختصات لؽثی هختصات يه ًمؽِ هٌحصز تِ فزد ًیغت. اها هی تَاى تا هحذٍد وزدى 

 هختصات ًمؽِ را هٌحصز تِ فزد وزد.        ٍ     صَرت 

 راتطه تین مختصات دکارتی و قطثی 
 رٍاتػ سيز تزلزار اعت:  (   )ٍ هختصات دوارتی  (   )تیي هختصات لؽثی 

{
       
       

   

                        4           ⏟          
  

5        

  . هختصات دوارتی ًماغ  هثال :
 

 
/  ، .   

 

 
/  ٍ .  

  

 
 را تِ دعت آٍريذ.  /

 .  
 

 
/   {

      (   )  
 √ 

 

      (   )  
 

 

 

 .   
 

 
/   {

       (   )           

       (   )         
 

 (  
  

 
)   {

      (    )  
( )

    (    )  
( )

    (     )

      (    )  
( )

    (    )  
( )

    (   )
 

{
 
( )

     (   )     
 

 
   

 
( )

    (   )    √ 

 
 √ 

 

را تِ    ًثاؽذ هعارب    تا   هتٌاٍب اًذ اگز وواى تاتغ تیي      ٍ      (  َى تَاتغ 9) نکته :

 لزار گیزد.    تا   وواى اظافِ يا اس وواى ون هی وٌین تا وواى تاتغ هثلثاتی تیي 

   (    )     (         )     (       )     (    )    
 هی ًَيغین.  (   )تاؽذ آى را تِ صَرت   تا     ( اگز وواى يه راتؽِ هثلثاتی تیي 5)
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(   )   ( دارين 3)        ٍ   (   )         . 

 تؼییي وٌیذ.        ٍ     را تا ؽزغ  (    ) ٍ  (   ) هختصات لؽثی ًماغ  هثال :

 (   )            ( )  ( )           √  
   

         

{
       
       

   2
       
       

   2
      
      

     
 

 
   

 (    )            (  )  ( )           √  
   

    √     

{
       
       

   {
   √     

     √     
   {

      
√ 

 

     
√ 

 

     
  

 
   

 سيزا در رتغ دٍم عیٌَط هثثت ٍ وغیٌَط هٌفی اعت. 

 ( 99ارؽذ )ػثارت اعت اس:  9ٍ ػزض  9هختصات لؽثی ًمؽِ ای تِ ؼَل  تست:

         √  الف( 
 

 
          √  ب(                                   

 

 
 

         √   ج( 
 

 
          √   د(                                    

 

 
 

 گشيٌِ الف صحی  اعت.  حل:

 (   )            ( )  ( )           √  
   

    √     

{
       
       

   {
  √     

  √     
   {

     
√ 

 

     
√ 

 

     
 

 
   

 . ّغتٌذوغیٌَط هثثت ٍ عیٌَط  اٍلسيزا در رتغ 

 معادله قطثی 
را يه هؼادلِ لؽثی هی ًاهٌذ. تزای تثذيل هؼادلات لؽثی تِ صَرت  ( )   ّز هؼادلِ تِ صَرت 

 دوارتی ٍ تزػىظ اس رٍاتػ سيز اعتفادُ هی وٌین: 

{
       
       

                       

 هؼادلِ دوارتی هتٌاظز تا هؼادلات لؽثی سيز را تِ دعت آٍريذ.  هثال :

.                                (الف
 

 
/ .

 

 
/  

   

  
 

     (     )         

  (ب
 

       
         (       )                         

                         
 

 
            .  

 

 
     /

 
 

            .  
 

 
 /

 
  

 لؽثی هتٌاظز تا هؼادلات دوارتی سيز را تِ دعت آٍريذ.  هؼادلِ هثال :
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                                          (الف

        (       )        2
             
       

 

                                (ب
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 : تابعفصل سوم 
 مقذمه

تاتغ يىی اس هْوتزيي هفاّین در رياظیات هی تاؽذ. ايي هفَْم ًِ تٌْا در رياظیات تلىِ در عايز ػلَم وِ تا 

رياظیات درگیز اعت، ًمؾی اعاعی دارد. هؼوَلا هماديز يه وویت هتغیز تِ هماديز وویت هتغیزی ديگز 

آى ٍاتغتِ اعت، لذا تا تؼزيف تاتغ هی تَاى  اًذاسُ ؽؼاعتِ  دايزُيه  هحیػهثال  تِ ػٌَاىٍاتغتِ اعت. 

 راتؽِ هیاى دٍ هتغیز را تیاى وزد. 

 تعاریف اولیه

 هدوَػِ ای اس سٍخْای هزتة اػذاد را يه راتؽِ هی ًاهین. تِ ػٌَاى هثال: :رابطه

  *(   ) (   ) (    )+ 
R ِتَاى دٍ هی رعاًذ. راتؽِ ای اعت وِ ّز ػذد را ت 

هزتثی وِ  دٍ سٍج ّزوِ در تیي آًْا (   ) صَرتِ تِ هدوَػِ ای اس سٍج ّای هزتة اػذاد ت الف(تابع:

ِ را   همااديز   تواام ًاهٌذ. هدوَػاِ   تاتغرا  هؤلفِ اٍل آًْا تا ّن تزاتز تاؽذ، تا ّن تزاتز تاؽٌذ ٍ  تاابع  داهٌا

 ًؾاى هی دّین.  ٍ تزد را تا   تاتغ ًاهٌذ. داهٌِ را تا  تزدرا  هدوَػِ توام هماديز هوىي 

 Bاس ( )   حذاوثز ياه ػعاَ هاًٌاذ      اس   وِ تِ ّز ػعَ       صَرت ِ ّز راتؽِ ت ب(

 هی ًاهٌذ. تابعهتٌاظز وٌذ را يه 

 تؼییي وٌیذ. را   ٍ   هدوَػِ سيز تاؽذ، آًگاُ هماديز صَرت ِ ت  اگز تاتغ هثال:

  *(   ) (   ) (    ) (   )+ 
 تزای تاتغ تَدى تايذ هؤلفِ دٍم آًْا ًیش تزاتز تاؽذ. تزاتز اعت (    )ٍ  (   )لفِ اٍل سٍج ّایؤ َى ه

اها در تؼزيف تاتغ ّیچ ؽزؼی تزای هؤلفِ اٍل در حالتی وِ هؤلفِ دٍم دٍ سٍج تزاتز تاؽٌذ  .    لذا 

 .     ٌاتزايي ّز ػذدی هی تَاًذ تاؽذ. ت sتیاى ًؾذُ اعت. لذا 

 هؼزف يه تاتغ اعت؟        آيا ظاتؽِ  :هثال

اس داهٌِ تٌْا يه ػعَ اس تزد هتٌاظز ؽَد، لذا  xؼثك تؼزيف يه ظاتؽِ در صَرتی تاتغ اعت وِ تِ ّز 

اس تزد   ٍ    تا ّن هغاٍی تاؽٌذ. اگز دٍ ػعَ هتٌاظز تا    ٍ    فزض هی وٌین دٍ ػعَ داهٌِ هاًٌذ 

ًیش تا ّن هغاٍی تاؽٌذ، ظاتؽِ هَرد ًظز يه تاتغ اعت. در غیز ايٌصَرت ظاتؽِ هؼزف يه تاتغ ًیغت. تِ 

 ػثارت ديگز تزای تاتغ تَدى تايذ ؽزغ سيز تزلزار تاؽذ: 

                       
 لذا تزای ايي هثال لزار هی دّین: 
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ؼزفیي تِ تَاى دٍ

  
    

  

ؼزفیي هٌْای يه

  
      

                  
 ايي ظاتؽِ يه تاتغ اعت.  لذا

 هؼزف يه تاتغ اعت؟        آيا ظاتؽِ :هثال

 لزار هی دّین: 

      

ؼزفیي هٌْای يه

                 
    

                
 .ًیغتيه تاتغ  هؼزف ايي ظاتؽِ لذا

ّا ؼَری رعن وزد وِ ًوَدار را در تیؼ  yاگز تتَاى خؽی هَاسی هحَر  :تشخيص تابع از روي نوودار

در ؽىل سيز ًوَدار  در غیز ايٌصَرت تاتغ اعت. تاتغ ًیغت. ًوَدار هؼزف يه اس يه ًمؽِ لؽغ وٌذ،

 تاتغ ًیغت.   پهتؼلك تِ يه تاتغ اعت اها ًوَدار عوت  راعتعوت 

 
        ووتزيي همذار تاتغ  تست:

 

 
 (96ارؽذ وذام اعت؟ ) -   ,در فاصلِ  

 د(                           ج(                        ب(                        الف( 

 
  

 گشيٌِ د صحی  اعت.  حل:

صفز تاؽذ ٍ  x َى توام خولات هثثت اًذ، لذا ووتزيي همذار ٍلتی تِ دعت هی آيذ وِ همذار هتغیز 

 ( )  
 

 
  . 

 تع خاصمعرفی توا
 : تَاتغ هی پزداسين تزخی اس در ايي تخؼ تِ هؼزفی

( ) تاتغ تابع ثابت: تااتغ  را ياه   اعات  cتزدآى ػاذد ثاتات    yاس داهٌِ خزٍخی  xوِ تِ اسای ّز    

ّاا  xوِ فاصلِ آى اس هحاَر   تاؽذ ّا هی xصَرت يه خػ هَاسی هحَر ِ ًاهٌذ. ًوَدار تَاتغ ثاتت توی ثاتت

 صَرت سيز اعت:ِ ت    هثلاً ًوَدار تاتغ ثاتت. اعت cتِ اًذاسُ 

 
( ) تاتغ  تابع هواني: ٌاهٌاذ.  تااتغ ّواًیوی وٌذ ياه   خَدػ تصَيز هی وِ ّز ػعَ اس داهٌِ را تِ   

 تاؽذ.  ّای اٍل ٍ عَم هی ًوَدار ايي تاتغ ًیوغاس رتغ
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( ) تِ صَرتّز تاتغ ابع چنذ جوله اي :ت اػاذادی  ّا    وِ در آى              

ّز  ٌذخولِ ای درخِ اٍل را يه تاتغ  ٌاهٌذ.هیnدرخِ  تاتغ  ٌذ خولِ ایذ را يه هی تاؽ    ثاتت ٍ 

 خؽی هی ًاهٌذ. تاتغ ثاتت ٍ تاتغ ّواًی ًوًَِ ّايی اس تَاتغ  ٌذ خولِ ای هی تاؽٌذ. 

( ) تاتغ  هثال : ( ) يه تاتغ خؽی، تااتغ          ياه                  

( )  ٌذ خولِ ای درخِ پٌح ٍ تاتغ   يه  ٌذ خولِ ای درخِ ًِ هی تاؽٌذ.        

ّز  تِ اسایصَرت اختواع  ٌذ هدوَػِ خذا اس ّن تاؽذ وِ ِ ّزگاُ داهٌِ تاتغ ت:   توابع چنذ ضابطه اي

 ًاهٌذ.وی  ٌذ ظاتؽِ ايهدوَػِ يه ظاتؽِ تؼزيف ؽذُ تاؽذ، تاتغ را 

 تاتؼی دٍ ظاتؽِ ای اعت. دادُ هی ؽَدًؾاى ( ) تا  وِصَرت سيز  تِ ٍاحذتاتغ  الف(:هثال

 ( )  2
                 
                 

 

 ًؾاى دادُ ٍ تصَرت سيز تؼزيف هی ؽَد، تاتؼی عِ ظاتؽِ ای اعت. ( )   وِ تا  ػلاهتتاتغ  ب(

   ( )  {
                              
                              
                            

 

( ) تزد تاتغ  :هثال      ( )  را تیاتیذ؟ ( )     

 دارين:: حل

   ( )      ( )  {
                              
                              
                            

   2
                 
                 

 

                                    {
                              
                              
                            

 { 
                 

                   
 

                                    {
                              
                              
                            

 {
                            
                     
                            

 

                                    {
                              
                                     
                                  

    

( ) تاتغ تا ظاتؽِ  تابع قذر هطلق: صاَرت سياز تؼزياف های     ِ تا ٍ تاتؼی اعت ّویؾِ هثثت      

 ؽَد:
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( ) تزای رعن ًوَدار  ( ) اتتذا       را رعن هی وٌین ٍ عپظ لغوتی اس ًوَدار وِ در پايیي    

ّا تصَيز هی وٌین. تِ ؼَر ولی تزای رعن ًوَدار تاتؼی تِ  xّا لزار دارد را تِ تالای هحَر  xهحَر 

( ) صَرت ( ) اتتذا تاتغ   ( )    را رعن هی وٌین ٍ عپظ لغوتی اس ًوَدار وِ در  ( )  

 ّا تصَيز هی وٌین.  xّا لزار دارد را تِ تالای هحَر  xپايیي هحَر 

( ) تاتغ  هثال :  را رعن وٌیذ:         

( ) تذا تاتغ تٌا تِ تَظیحات تالا ات را رعن هی وٌین ٍ عپظ لغوتی اس ًوَدار وِ در پايیي       

 ّا تصَيز هی وٌین:  x( را تِ تالای هحَر        ّا لزار دارد )يؼٌی  xهحَر 

 
 در ٍالغ تاتؼی وِ رعن وزدُ اين تِ صَرت سيز اعت: 

 ( )         {
                    
 (    )      

   {
                     

                     
 

 (96ارؽذ دارای  ٌذ ريؾِ هی تاؽذ؟ )                 تست:

 الف( ريؾِ ًذارد.               ب(  ْار ريؾِ              ج( دٍ ريؾِ                   د( عِ ريؾِ 

 گشيٌِ ج صحی  اعت. حل:

  ريؾِ ًیغت                         

    ريؾِ اعت                        

 ريؾِ ًیغت                          

  ريؾِ اعت                        

هی ًاهٌذ ٍ تا  xخشء صحی را  xػذد حمیمی  تشرگتزيي ػذد صحی  وَ ىتز يا هغاٍی تابع جسء صحيح:

( ) ًواد   . دٌّذًؾاى هی - , 

 ( )  , -           2
       
                    

    

 را تِ دعت آٍريذ.  [  √ ]ٍ -     ,،  -  ,، [  √]،  - ,،  -    ,،  -    ,همذار  هثال :

                              ,    -                  
                              ,    -    

                                 , -                   
     √                       [√  ]    
                          ,  -            
                       ,     -     

    √                  [ √  ]      
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 0همذار  تست:
 

 
 ( 99ارؽذ )وذام اعت؟   1

  د(             ج(               ب(             الف( 

 گشيٌِ الف صحی  اعت.  حل:

 
 

 
  

 

 
  

 

 
             [ 

 

 
]     

( ) همذار تاتغ  تست:  , -   در ًمؽِ  -   , 
 

 
 ( 99ارؽذ )ػثارت اعت اس:  

 د(                           ج(                          الف( صفز                        ب( 
 

 
 

 گشيٌِ الف صحی  اعت.  حل:

 (
 

 
)  [

 

 
]  [  

 

 
]  [

 

 
]  [

 

 
]          

- ,اگز  تست: 0تاؽذ،    
 

 
 ( 94ارؽذ )ػثارت اعت اس:  1

 د( صفز            ج(              ب(           الف( 

 گشيٌِ د صحی  اعت.  حل:

, -                    
 

 
 

 

 
 

 

 
       [

 

 
]      

 0همذار  تست:
 

 
 (96ارؽذ وذام اعت؟ ) 1

   د(                           ج(                         ب(                         الف( 

 گشيٌِ الف صحی  اعت.  حل:

 
 اعت.    اٍلیي ػذد صحی  عوت  پ 

 ويژگيهاي تابع جسء صحيح: 
 ٍيضگیْای سيز تزای تاتغ خشء صحی  تزلزار اعت: 

 ) , -                                 )     , -    

 )      , -                            ) ,   -  , -            
-   ,اگز تست:  ( 94ارؽذ )ػثارت اعت اس:  -   ,آًگاُ    

  د(                               ج(                           ب(                            الف( 

 گشيٌِ ّای ب ٍ ج صحی  هی تاؽٌذ.  حل:

,   -  , -          , -                          

   {
,  -   غیزصحی           

,  -   صحی               
            {

,  -   غیزصحی             

,  -   صحی                 
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   {
,   -   غیزصحی           

,   -   صحی               
 

هختصات تاؽذ اس هثذأ  فاصلِ  تًِمؽِ ای در صفحِ هختصات  (    )  اگزي : توابع هثلثات

 تغاسد آًگاُ: αساٍيِ ّا  تا خْت هثثت هحَر     ىِ خػتؽَري

   α  
 

 
                           α  

 

 
                                  α  

   α

   α
 

 

 
 

   α  
   α

   α
 

 

 
                α  

 

   α
 

 

 
                  α  

 

   α
 

 

 
 

 
 در ايي لغوتتؼذادی اس رٍاتؽوْن هثلثاتی را تیاى هی وٌین: روابط ههن هثلثاتي:

 الف(

 )                                               )              

 )          
 

     
                     )          

 

     
        

 : 𝛽  αرٍاتػ هثلثاتی هدوَع ٍ تفاظل دٍ ساٍيِ ب( 

 )     (  𝛽)          𝛽          𝛽 

 )     (  𝛽)          𝛽          𝛽 

 )     (  𝛽)  
        𝛽

          𝛽
 

 )     (  𝛽)  
        𝛽   

        𝛽
 

 : α رٍاتػ هثلثاتی ساٍيِ  پ(

 )      α      α    α           )      α      α      α         α 

 )      α  
    α

      α
              )      α  

    α   

    α
 

 :رٍاتػ هثلثاتی تثذيل خوغ تِ ظزب ٍ  تز ػىظ ت(

 )     α     𝛽      
α  𝛽

 
    

α  𝛽

 
 

 )     α     𝛽      
α  𝛽

 
    

α  𝛽

 
 

 )     α     𝛽       
α  𝛽

 
    

α  𝛽
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 )     α     𝛽  
 

 
,   (α  𝛽)     (α  𝛽)- 

 )     α    𝛽  
 

 
,   (α  𝛽)     (α  𝛽)- 

 )     α     𝛽  
 

 
,   (α  𝛽)     (α  𝛽)- 

α      ّوَارُ دارين  αتِ اسای ّز نکته:      ٍ      α   . 

 تاؽذ آًگاُ حاصل ػثارت سيز را را تیاتیذ؟ -    ,  اگز  هثال:

 ( )  
 

√       
 

 : ، پظ              هی داًین 

 ( )  
 

√       
 

 

√      
 

 

√        
 

√ 

      
 

 :هٌفی اعت لذا     همذار  [    ]حال  َى در تاسُ 

              ( )  
√ 

     
  √         

 

 

توجه فرهاییذ که با تهیه این جسوات دیگر نیاز به خریذ هیچ   داوطلبین هحترم: نکته ههن

گونه کتاب هرجع دیگری نخواهیذ داشت. برای اطلاع از نحوه دریافت جسوات کاهل با 

 شواره های زیر تواس حاصل فرهاییذ.

33090966-33090936-906 -90630006393 

 :خریذ اینترنتی
Shop.nokhbegaan.ir 
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